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INTRODUCCION

En este apunte se presentan los conceptos de la teoria de Identificacion de Sistemas Dinamicos,
siendo esta la disciplina encargada de la realizacion de modelos matematicos de sistemas, partiendo del
analisis de datos experimentales, mediciones y observaciones del sistema. Su base tedrica se sustenta
en parte por la teoria de sistemas dinamicos y sefiales de naturaleza estocastica, como asi también por
métodos y algoritmos matematicos para la correcta estimacion de los pardmetros involucrados. Cada
rutina de identificacion presentada se encuentra complementada con su correspondiente aplicacion en
Matlab ©.

Debido a que los sistemas dinamicos abundan en nuestro medio ambiente, las técnicas de
identificacién de sistemas han cobrado gran relevancia en diversas areas del conocimiento (ingenierias,
economia, biotecnologia, etc.), donde se requiere de un modelo preciso para fines de analisis,
prediccion, simulacion, disefio y control.

En particular, las técnicas de control actuales requieren de modelos matematicos cada vez mas
exactos para el andlisis y el disefio. Siendo que en muchos casos, tales modelos no pueden ser
obtenidos en forma sencilla y econdmica a partir de las leyes que rigen cada proceso. Aqui es entonces
donde juega un papel decisivo la Identificacion de Sistemas Dinamicos, que es una herramienta capaz
de proporcionar los métodos necesarios para obtener de manera relativamente sencilla los modelos
matematicos buscados con un alto grado de exactitud.

Objetivo general

Obtener una vision general de los métodos de identificacion paramétrica y no paramétrica, dar un
fundamento matematico de los mismos e introducir los conceptos esenciales para el disefio de un
ensayo de identificacion tipico con la ayuda del software adecuado, de manera que se puedan comparar
las ventajas y desventajas de cada uno de ellos.
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1. SISTEMAS LINEALES INVARIANTES EN EL TIEMPO

1.1 Respuesta Impulsiva, Funciones de Transferencia y Densidad Espectral de Potencia:

Respuesta Impulsiva

Consideremos un sistema con una Unica entrada u(#) y una Unica salida y(#) (SISO). El sistema sera
invariante en el tiempo si su respuesta a una cierta sefial de entrada no depende en absoluto del tiempo,
y serd lineal si su respuesta a una combinacién lineal de entradas, es la misma combinacién lineal de las
respuestas a las entradas individuales. De la misma forma podemos decir que un sistema es causal si la
salida en un tiempo determinado solo depende de la entrada actual y de las entradas anteriores a dicho
instante de tiempo.

Entonces un sistema lineal, invariante en el tiempo y causal puede ser perfectamente descripto por su

respuesta al impulso g(t) de la siguiente manera:

y(£) = g -ndr (1.1)

Muestreo

Dado que de ahora en mas vamos a trabajar casi exclusivamente con sefales de tiempo discreto,
entonces asumiremos que y(t) serd observada solo en los instantes de muestreo ¢ = KT con
k=1,2,3,4,.....:

y(kT) = j”o 4(T)u(kT - 7)d1 (1.2)

siendo T el periodo de muestreo.
Llegado este punto es importante destacar que en aplicaciones de identificacion la entrada u(?) es
comunmente mantenida constante entre los intervalos de muestreo, de modo que:

u(t) = u, cuando kT <t<(k+DT (1.3)

Esta situacion es por lo general implementada por razones de practicidad en la implementacion, y
también involucra una gran simplicidad en el analisis del sistema. Reemplazando (1.3) en (1.2):

nT

yKkT) = [ gOukT -1)dr =3 @ UKT - r)dr =

7=(n-1)T

= i[j:::n_lﬁﬂ(r)-d T:|'uk—n = igT (n.u_, (1.4)

n=1

donde definimos:

nT

g =[__g(r)dr

7=(n-1)T
Pero la mayor parte del tiempo asumiremos un intervalo de muestreo unitario y usaremos la variable t

para enumerar los instantes de muestreo. De esta manera podemos escribir la ecuacion (1.4) de la
siguiente forma:

y(t) = ngz1(k)-u(t -k)= ZQ(k).u(t -k) con t=0,1,2,3,... (convolucién en tiempo discreto) (1.5)
k=1 k=1
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Nota: esta notacion sera la que utilizaremos de aqui en adelante, sin perder de vista que es ligeramente distinta
a la que comunmente se utiliza para enumerar las muestras de una sefial de tiempo discreto. De hecho, dicha
modificacién surge como intencion ser consistentes con la mayor parte de la bibliografia existente.

Perturbaciones

De acuerdo con la ecuacion anterior la salida puede ser calculada en forma exacta una vez conocida
la entrada al sistema. Pero en la mayoria de los casos esto es imposible debido a que siempre existen
sefiales espurias que afectan al sistema y se escapan de nuestro control. Ahora, bajo un marco teorico
lineal, podemos asumir que dichos efectos pueden ser representados por un término aditivo v(t) a la
salida (ver figura 1.1):

v(t)

u(t) y(®
—P P\l./ >

Figura 1.1 Sistema con perturbacién

Luego:

Y = > o(D)u(t-K) +v(t) (L6)

Hay muchas fuentes y causas de perturbaciones, entre las cuales podemos destacar las diferentes
clases de ruido como asi también las entradas exdégenas al sistema, que se comportan como variables
de control pero que no pueden ser controladas por el usuario.

Caracterizacién de Perturbaciones

La caracteristica mas importante de una perturbacién es que su valor no se puede conocer de
antemano. Sin embargo, informacién acerca de perturbaciones pasadas podria resultar de mucha
utilidad para hacer adecuadas suposiciones acerca de valores futuros. Por lo tanto, como siguiente paso
sera necesario emplear un marco probabilistico para describir futuras perturbaciones.

Una simple aproximacion de v(t) podria ser la siguiente:

v(t) = 3 h(k).e(t k) (1.7)

donde {e(t)} es una secuencia idénticamente distribuida de variables aleatorias independientes, con una
cierta funcion de densidad que cominmente se la asume como Normal. Mientras que la secuencia {h(k)},
como veremos posteriormente, corresponde a la respuesta impulsiva del modelo de ruido. Esta
descripcién es muy versétil y suficiente para la mayoria de nuestros propdésitos practicos.

Nota: vale aclarar que {e(t)} y {v(t)}, como fueron definidas anteriormente, son procesos estocasticos.
Pero las perturbaciones que observamos y que son sumadas a la salida del sistema son realizaciones
del proceso estocastico {v(t)}. O sea que estrictamente hablando deberiamos distinguir en la notacién, la
diferencia entre el proceso y su realizacién. No obstante, vamos a hacer un pequefio abuso de la
notacién a modo de simplificar la lectura, y por ahora no haremos explicita dicha distincion.
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Funcién Covarianza
Con la descripcion (1.7) de v(t), podemos calcular su valor esperado como,
E{v(t)} = Zh(k).E{e(t - k)} =0
k=0
y su funcién de covarianza como,
C,(n)= E{v(t).v(t - r)} = ZZh(k).h(s).E{e(t -k).e(t-7- s)}
k=0 s=0
= Zh(k).h(s).d(k -7-5).0°
k=0 s=0
=o? Z h(k).h(k —=7)  (aqui h(r) = 0 siempre que r < 0, ya que el sistema es causal) (1.8)
k=0
Funcién de Autocorrelaciéon
Si definimos la funcién de autocorrelacion de una sefal deterministica como:
R, (7) = [ x(t+7)x(t)dt (1.9a)

y si dicha sefial es periddica, entonces esta expresion puede ser simplificada de la siguiente forma:
R, (7) = lim— [ x(t + 7)x(t)dt 1.9b
w7 = lim— [ X(t+7)x() (1.9b)

Llegado este punto podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 1.1:
sea x(t) un proceso estocastico ergodico, entonces dado un T:

R (7) = lim % jTT X(t+7).x(t)dt = E{x(t + 7).x(t)} = C,(7) (Covarianza {x()}))  (1.10)

Vale aclarar que para procesos ergédicos la autocorrelacién de una realizacién coincide con la
covarianza del proceso.

Funciones de Transferencia

A partir de ahora serd conveniente introducir una notacion de la cual vamos a hacer mucho uso en
adelante, y consiste en definir el operador de adelanto q de esta forma

qu(t) =u(t+1)
y el operador de atraso g™
gtu(t) =u(t-1)

En estas condiciones, (1.5) se puede escribir asi:
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Y = > g0.u(t-K) = Y gk).(a “u(t) {z g(k).q-k}.u(t) = G(g)u(t) (1.11)

siendo:
G(a) =2 9k)a™ (1.12)

Y en esta expresion hemos introducido el término G(q) que llamaremos operador de transferencia o
funcién de transferencia de un sistema lineal como el descripto por (1.5). Ya que (1.11) describe la
relacion entre las secuencias y(t) y u(t).

Nota: hemos elegido q como argumento de G en lugar de g™ (el cual podria ser mas natural) y esto
es para ser consistentes con la notacion de transformada z y transformada de Fourier. Ademas,
estrictamente hablando, la denominacion de funcion de transferencia deberiamos reservarla para la
transformacién al plano z de {g(k)}:‘ (secuencia de datos g(k)), que es,

G(z) =Y gk).z™ con z=e"™ (1.13)
k=1
Analogamente podemos trabajar con (1.7) y obtener,
H(q) = >_h(k).q™ con gq=e" (1.14a)
k=0

0 sea que si T=1:

He™) = h(.e™ = 3 h(k) ™ = H(o) (L.14)

(lo mismo se extiende para G(q) y demas expresiones dependientes de q)

luego,
v(t) = H(q).e(t) (1.15)

De modo que nuestra descripcién para un sistema lineal con perturbacién aditiva sera la siguiente:

ly(t) = G(a).u(t) +H(a).e(t)| (1.16)

siendo {e(t)}, por lo general, una secuencia de variables aleatorias independientes de media nula y
H 2
varianza o*.

1.2 Espectro de sefal

Ahora desarrollaremos un marco tedrico que nos permitira describir las caracteristicas espectrales de
las sefiales con las cuales trabajaremos, que van a ser tanto de naturaleza deterministica como
estocastica. Y en particular sera muy comudn de aqui en adelante que utilicemos sefiales descriptas como
procesos estocéasticos con componentes deterministicas. La razén es basicamente que preferimos
considerar la secuencia de entrada como deterministica o al menos parcialmente, mientras que las
perturbaciones sobre el sistema es conveniente que sean descriptas como variables aleatorias. Entonces
mirando (1.16) encontramos que:

E{y(t} =E{G(a).u(t) + H(a).e(t)} = G(a)E{u(t)} +H(a).E{e(t)} = G(a).u(t)

O sea que {y(t)} no es un proceso estacionario, ya que su esperanza varia con el tiempo.
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Para resolver este problema se introduce el concepto de proceso cuasi-estacionario, que no es mas
que un proceso {s(t)} que debe cumplir con las siguientes reglas:

(i) E{s(t)} =m,(t) si Im () <C Ot (media acotada)
(ii) E{s(t).s(n} =R.(t.r) Si R (tr)|<C (covarianza acotada)
lim %iRSS (tt-1)=R.(7) Ot (1.17)

Nota (1): si {s(t)} es una secuencia deterministica, la esperanza ya no tiene sentido y la idea de
funcion cuasi-estacionaria se refiere a que {s(t)} sea una secuencia acotada siempre que el limite de
R.(T) exista.

Nota (2): si {s(t)} es un proceso estocastico estacionario entonces se satisfacen (i) y (ii) en forma
trivial.

Definicién de Densidad Espectral de Potencia

Se define densidad espectral de potencia o espectro (en inglés spectra) de {s(t)} como,
(ass (w) = Z Rss(r)'e_jm
y espectro cruzado entre {s(t)} y {w(t)}

2@ = 3 R, (1)e’™

r=-00
siempre y cuando las sumas infinitas existan.

En tanto que q(w) siempre es una funcién real, y @, (w) es por lo general una funciéon compleja de w.

Espectro de un Proceso Estocéastico Estacionario

Si ahora tomamos un proceso estacionario {v(t)} de covarianza (1.10), y tenemos en cuenta que
segln nuestro ultimo desarrollo (1.17) coincide con (1.10), veremos que la definicion de espectro
adoptada coincide con la convencional. Por lo tanto, si el proceso v(t) viene dado por (1.7) su funcion de
covarianza sera (1.8), y su espectro:

@, (@) = Z R, (1)e 7™ = Z oe™ 3 hk)hk-7)

k=max(0,7)

=02y Y h(K)e ™ h(k - 7).

7=—00 k=max(0,7)
= 0%y h(s)e™* Y h(k)e™ =g He)|  (usando (1.14)) (1.18)
s=0 k=0
(siendo s=k-1)

Este va a ser un resultado muy importante para un uso futuro.

El proceso estocastico descripto por v(t) = H(q).e(t), donde {e(t)} es una secuencia de variables
aleatorias independientes de media nula y varianza ¢? tiene la siguiente densidad espectral de
potencia:

. =" HEe™) (1.19)
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Transformacion del espectro introducida por un Sistema Lineal

Teorema 1.2 :
tomemos la secuencia {y(t)} dada por:

y(t) = G(a).u(t) +H(ag).e(t)
donde {u(t)} es una sefial deterministica, cuasi-estacionaria y de espectro q,(w), mientras que {e(t)} es

ruido blanco con varianza o2 Entonces, si G y H son filtros estables, {y(t)} sera cuasi-estacionaria y
estara dada por:

By (W) = |G(ejw)|2 Q. () +q,(w) = |G(ej“’)|2 @, (w) + 0’2.|H(ej“’)|2
Bu(@) = G(e").q, (@)

(1.20)
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2. METODOS DE IDENTIFICACION NO PARAMETRICA

Debido a que un sistema lineal invariante en el tiempo puede ser descripto por su funcion de
transferencia, o bien por su correspondiente repuesta impulsiva, lo que iniciaremos ahora sera un camino
en busca de algunos métodos que nos permitan determinar estas funciones por técnicas directas y sin
hacer una preseleccién de los posibles modelos. Estos métodos son frecuentemente denominados
métodos no paramétricos debido a que no emplean (en forma explicita) un vector finito de pardmetros en
la busqueda de una mejor descripcion del sistema.

A continuacién presentaremos una técnica que puede contener varios niveles de sofisticacion llamada
“andlisis espectral”, la cual tiene lugar en el dominio de la frecuencia. Y por otro lado un método muy
sencillo denominado “analisis por correlacion”, que trabaja en el dominio del tiempo.

2.1 Analisis espectral

Este método para determinar funciones de transferencia de sistemas lineales fue desarrollado a partir
de métodos de estimacion espectral. Y lo que nosotros haremos aqui, sera un ligero acercamiento al
tema y tomar algunos conceptos basicos para realizar estimadores matematicos que permitan arribar a
un resultado acorde a la situacion.

De acuerdo a (1.16), si queremos caracterizar un sistema bastaria con hallar su funcién de
transferencia G(e/), como asi también su comportamiento ante perturbaciones exégenas H(e“). Como
resultado inmediato del analisis de (1.20), es claro que estimando las tres densidades espectrales de
potencia involucradas (hablamos de @,,,@, Y ®.) es posible estimar G(e“), como asi también @, (), que
a través de (1.19) se vincula con el médulo de H(e).

Es evidente que en este andlisis habremos perdido la fase de H(e'), sin embargo esta funcion no es
de vital importancia a la hora de analizar el comportamiento del ruido v(t).

Principales pasos a seguir en el andlisis:

1) Como primer paso se realizan los estimadores de las funciones de intercorrelacion
R, (1),R,,(7),R,,(7),usando :

~ 10

R, (1) == y(t+1).y(1)
Nz

~ 1q

R, (1) = NZy(t +7).u(t) (2.2)

t=1

~ 1 N

R (1) == u(t+7)u(t)
N =

2) A partir de esto se forman los estimadores de los correspondientes espectros,

~ M ~ _i

@, (@)= D R, (1).W,(1).e
7=-M

~ M ~ .

Bu(@) = 3 R, (D)W, (1) (2.2)
7=-M

@)= 3 ROW, @)™

donde W,,(1) es una ventana de tiempo, utilizada para disminuir el ripple que presenta el espectro de
la sefal al considerar un nimero finito de muestras. En la actualidad existen varios tipos de ventana,
y por lo general, en este tipo de aplicaciones se suele utilizar la ventana de Hamming o la de Bartlett,
las cuales poseen una buena relacién entre el ancho del I6bulo principal, y la atenuacién en bandas
laterales. Para nuestro caso, dicha ventana es conocida como ventana de retardo y el indice M
corresponde al ancho temporal de la misma.
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3) Una vez que poseemos la informacion correspondiente a los tres espectros incognita, se contindia
el proceso estimando G(e) y @,(e"):

éw(ejw):M ; &V(w):@y(w)—m = ‘QN(e"‘”)‘: —%zw)
(@) @ (@) o

Este procedimiento es conocido como andlisis espectral.

Aplicaciéon en Matlab

Para un sistema de una salida y de una o mas entradas, la funcién ‘spa’ lleva a cabo el andlisis
espectral de acuerdo al procedimiento anteriormente mencionado.

>>[G,FIV] = spa(z)

Aqui z es una matriz compuesta de dos columnas que contiene los datos de salida y entrada como
primera y segunda columna respectivamente. G y FIV son matrices que contendran la funcion estimada

G v la estimacion del espectro de perturbacién @, . Las mismas son codificadas en un formato especial

llamado freqfunc format que contiene informacion acerca de los valores de frecuencia, amplitud, y fases,
como asi también sus desviaciones estandar. Esto le va a permitir a uno graficar las estimaciones en
forma inmediata usando la funcién ‘bodeplot’ o ‘ffplot’.

En los célculos (2.2), ‘spa’ usa una ventana de Hamming con un ancho por defecto, igual al minimo
entre 30 y un décimo del nimero de muestras. Pero el ancho M de la ventana puede ser modificado en
forma arbitraria de esta forma,

>>[G,FIV] = spa(z,M)

La regla es que mientras M se incrementa, las funciones de frecuencia estimadas muestran detalles
mas agudos, pero son también mas afectadas por perturbaciones aleatorias. En estos casos, para hacer
la eleccién podria ser de utilidad implementar alguna secuencia tipica de comandos que examine
diferentes tamafios de ventana.

Nota: la funcion ‘spa’ permite la especificacion del periodo de muestreo (T), mediante el uso del
comando ‘sett’.

>>G=spa(z)
>>G=sett(G,T)

2.2 Analisis por Correlacion (estimacion de la resp uesta impulsiva)

Considerando la descripcién del modelo (1.16) podemos rescribir la salida {y(t)} en funcién de la
respuesta al impulso unitario del sistema:

y(t):i g(k).u(t — k) + v(t) 2.3)

Si la entrada es una secuencia cuasi-estacionaria, de modo que

E{u(®).u(t-1)}=R,.(7)
E{u(t).v(t-7)}=0

entonces de acuerdo al teorema 1.2 (expresado en el dominio del tiempo),
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E{y(®)-ut-1)}=R,, (1)=>_9(K)R,,(k - 7) (2.4)
k=1
Si escogemos ruido blanco como entrada al sistema, su funcién de autocorrelacion sera la siguiente:

R..(7) = E{u(t+7).u(®)}=0".8(1) = {g ;irr : 8

Luego, la funcién de intercorrelacion (correlacion cruzada) entre la entrada y la salida sera:
Ryu(t) = Efy(t+1).u()} = 0”.9(1) (2.5)

Donde g(1) es la respuesta impulsiva del sistema. De este modo sera facil hallar, en funcién de la
expresion anterior, una estimacion de la respuesta impulsional:

1
o?N

6(r) = > y(t+ D)y 26)

Ahora, si en la entrada no disponemos de ruido blanco entonces lo que se utiliza por lo general es un
filtro L(q) denominado “blanqueante”, cuya accion principal es tomar una secuencia de datos y obtener, a
partir de ella, una secuencia no correlacionada de datos, que es una aproximacion lo suficiente buena al
ruido blanco como para seguir adelante con los calculos. Por lo tanto la nueva secuencia tendra esta
forma:

ug(t) = L(@).u()

filtrando la secuencia de salida con el mismo filtro y tomando esos nuevos datos filtrados, se puede
obtener una buena estimacion de los valores g(k).

ui(t) yi(t)
filtro —» <4— Ailtro

u; (t) = L(a).u(t)

con:
y:(t) = L(a).y(t)
Sistema

u(t) v(t)

=R, (1) =E{L(q).y(t + 7).L(a).u(t)} = L(a)E{y(t+7)u (t)} =

=L(a)E {iy'(t + T)-uf(t)} =0,”.9(r) 2.7)
L(q)

A este procedimiento se lo conoce como analisis por correlacion.
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Aplicacion en Matlab

El procedimiento del analisis por correlaciéon visto con anterioridad se puede implementar con la
funcién ‘cra’ :

>>[ir,R] = cra(z,M,na)

Esta funcion retornara una estimacién de la respuesta impulsiva del sistema en el vector ir, como asi
también una estimacién de las funciones de autocorrelacion de y(t) y de u(t) en la variable de salida R,
para asi poder evaluar el buen desempefio o no del filtro blanqueador.

Informacién de la matriz R:

* 1°columna: indices de las muestras.

e 2°columna: funcién de autocorrelacién de la (posiblemente filtrada) salida.

e 3°columna: funcién de autocorrelacién de la (posiblemente filtrada) entrada.
*  4°columna: funcién de intercorrelacion y(t) con ugt).

El valor de M define el nimero de muestras para las cuales la autocorrelacion sera calculada. Esto es
desde —M hasta M, o sea que el largo de la correlacion es 2M+1 y la respuesta impulsiva es calculada
desde 0 a M (el programa por defecto toma M=20).

Debido a que la entrada “preblanqueada” es ajustada a un modelo paramétrico “ar” de orden na
(como los que se analizaran en los proximos capitulos), el tercer valor a definir es justamente dicho
indice (el algoritmo toma por defecto na = 20).

Por dltimo lo que se puede hacer, en base a los datos del vector ir, es utilizar el comando ‘cumsum’
que realiza una suma acumulativa de los elementos de un vector, para determinar en forma aproximada
la respuesta al escal6n del sistema.

>>sr = cumsum(ir)
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3. PREDICCION

Las descripciones del sistema dadas con anterioridad pueden ser utilizadas para resolver una gran
variedad de problemas de disefio relacionados con los sistemas reales. Sin embargo, a los fines
practicos suele ser conveniente llevar a cabo el modelado en funcién de una cantidad fija de variables.
En este sentido, la idea de predecir futuros valores de salida se va a tornar en un tema de esencial
importancia en el desarrollo de métodos de identificacion, es por eso que a continuacién presentaremos
las ideas basicas para hallar un predictor de la salida.

En una primera instancia deberemos desarrollar un método que nos permita predecir valores futuros
de v(t) en el caso de que su descripcion sea:

v(t) = H(q).e(t) = Z h(k).e(t - k) (3.1)

donde asumimos que H(q) es estable, o sea que el filtro no posee polos fuera del circulo unitario, debido
a que:

o0

> |h(k)| < (3.2)

k=0

Invertibilidad del Modelo de Ruido

Una propiedad muy importante de (3.1), la cual vamos a imponer, es que sea invertible. Esto quiere
decir que si es conocida v(t') para todo t'< t, entonces es posible hallar e(t) como

e(t) = HY(q).v(t) = Z A(k).v(t - k) (3.3)

con

=)

> ﬁ(k)‘ <o (3.9)

k=0

De esta forma se define el filtro H*

1

AT

- iﬁ(k).q'k (3.5)

Nota: para que la funcion 1/H(q) sea analitica en |g| = 1 es necesario que no tenga polos fuera del circulo
unitario, esto quiere decir que H(q) no debe tener ceros fuera del circulo unitario.

Prediccién de v

Supongamos ahora que hemos observado v(t') para t'<t-1 y que queremos predecir el valor de v(t)
basandonos en estas observaciones. Tenemos entonces, a partir de que el polinomio H es ménico,

v(t) = 3 h(k).e(t-k) = e(t) + 3 h(k).e(t ~K) (3.6)

Surge ahora trabajar con la esperanza condicional de v(t) que se denota V(t|t-1), que se refiere al

valor que se predice de v(t) con la informacion obtenida de los instantes anteriores a t. Como el valor
esperado de e(t) es nulo, entonces:

It t-1) = 3 hk)e(t-K) 3.7)
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por lo tanto

U(t|t-1) = {i h(k).q™ }.e(t) = [H(a) -1 e(t) = %’.v(t) =[1-H™ (@) ].v(t) (3.8)
Prediccion de y

Considerando una descripcion del sistema como la (1.16), y asumiendo que tanto y(t') como u(t’) son
conocidas para t'< t -1 podemos decir que

v(t’) = y(t) - G(a).u(t) (3.9)

0 sea que v(t") también es conocida para t'< t -1. Por lo tanto la esperanza condicional de y(t), dada la
informacién anterior, es

y(t|t—1) =G(q).u(t) +v(t|t-1)
= G(q).u(t) +[ 1-H™ (@) ] v(t)
= G(q).u(t) +[ 1-H™(a) ].[y(t) - G(q) u(t)]

Luego

y(t|t=1) = H™".G(a).u(t) +[ 1-H™(g) ] .y(t) (3.10)

Esta sera, de aqui en adelante, la expresion que utilizaremos para predecir los valores futuros de la
salida del sistema.

Nota: es importante destacar que hemos arribado a dicha ecuacién sin hacer mayores
consideraciones probabilisticas.
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4. MODELOS PARAMETRICOS DE SISTEMAS LINEALES INVARI ANTES
EN EL TIEMPO

Un modelo de un sistema consiste en una descripcién conveniente de algunas de sus propiedades, y
de acuerdo a un propdsito particular. EI modelo no necesita ser una exacta descripcion del sistema, y el
usuario debe saber esto para poder llevar a cabo su propdésito.

El primer paso en la identificacién de sistemas es determinar una clase de modelos, dentro de la cual
se hallara el modelo mas conveniente.

4.1 Modelos lineales y sets de modelos lineales

Un modelo lineal invariante en el tiempo, como vimos con anterioridad, puede ser especificado por su
respuesta impulsiva {g(k)}f, el espectro g, (w) = o |H(e"“)|2 de la perturbacion aditiva, y, posiblemente por

la funcion de densidad de probabilidad (fdp) de la perturbacion e(t). Por lo tanto un modelo completo
estaria dado por:

y(t) = G(q).u(t) +H(a).e(t) (4.1)
f, (x), fdp de e(t)
con,

G@=3g0a%  H@ =1+ hk.q* (42)

En la mayoria de los casos es impracticable el hecho de hacer esta especificacion tomando las
secuencias infinitas {g(k)} y {h(k)} conjuntamente con la funcién f,(x). En lugar de esto uno elige trabajar
con estructuras que permitan la especificacion de G y H en términos de un ndmero finito de valores. Tal
es asi que las funciones de transferencia racionales son tipicos ejemplos de esto. Incluso es muy comun
que la fdp no sea especificada como funcién, pero descripta en funcidon de unas pocas caracteristicas
numéricas como los momentos de primero y segundo orden:

E{e()} = j xf,(x).dx =0 (4.33)
E{e* )} = [x*£,0.dx = o (4.3b)

Es también muy comudn asumir que e(t) tiene una distribucién Gaussiana, en cuyo caso la fdp queda
enteramente especificada por (4.3).

La especificacion (4.1) en términos de un ndmero finito de valores, o coeficientes, se conoce como
modelado paramétrico e involucra métodos de estimacion y prediccion conocidos métodos de
identificacién paramétrica.

Muy a menudo no es posible determinar a priori estos coeficientes partiendo del conocimiento de las
leyes fisicas que gobiernan el comportamiento del sistema. Es por eso que la determinacion de todos o
algunos de dichos valores debe ser dejada a los procedimientos de estimacion. Esto quiere decir que los
coeficientes en cuestién entran en el modelo como parametros a ser determinados. Llamaremos
entonces @ al vector que contenga todos los parametros a estimar. O sea que ahora la descripcién del
modelo seré la siguiente:

y(t,8) = G(q,8).u(t) + H(q,0).e(t) (4.4a)
f,(x,6), fdp de e(t) :{e(®)} ruido blanco (4.4b)

Vale destacar que este no es un modelo sino un set de modelos, aunque por lo general vamos a
hablar despreocupadamente del “modelo (4.4)” auque sea una abuso de notacién desde un punto de
vista formal.

Usando (3.10), vamos a poder predecir las muestras futuras para (4.4), y para enfatizar la
dependencia que mantiene el estimador con el vector de parametros &, la notaciébn se hace de la
siguiente manera :
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y(t,6) =H™(0,6).G(q,8).u(t) +[1-H(q,6) | y(t) (4.5)

Es notable que la forma de este predictor no depende de f.(x,6) ya que, como hemos expresado
anteriormente, es posible llegar a (4.5) sin hacer consideraciones probabilisticas.
A continuacién seran analizados diferentes modos de describir (4.4a) en términos de 6.

4.2 Familias de modelos de funciones de transferenc ia

Tal vez el camino mas inmediato para parametrizar G y H seria representarlas como funciones
racionales y dejar que los parametros sean los coeficiente del numerador y del denominador. En lo que
sigue presentaremos varias estructuras modelo conocidas como modelos de caja negra.

Estructura ARX

Probablemente la relacion entrada-salida mas simple que se puede obtener sea la proveniente de
una descripcion del sistema como una ecuacion lineal en diferencias.

yO) +ay(t-1D +a,y(t-2)+...+a, y(t-n,) =bu(t—1) +b,u(t—2)+...+b_u(t-n,) +e(t) (4.6)

Debido a que el término de ruido blanco e(t) entra como un error directo en la ecuacion en
diferencias, el modelo (4.6) es también conocido como modelo o estructura de ecuacion de error.
En este caso los pardmetros a ajustar seran:

.
6=[a a,..a, b b,. b, ] (4.7)
si proponemos dos polinomios A(q) y B(q) de la forma,

A(Q)=1+a.q'+a,q” +..+a, .q"™
B(q) =b,.q™ +b,.0” +...+b, .q™"

vemos que (4.6) se corresponde con (4.4), siendo,

B(q) _ 1
G(g,80) =——= , H(g,0) =—— 4.8
(9,6) AQ) (9,6) AQ) (4.8)
e(t)
1/A
wt) ——p B/A y(®

Figura 4.1 Estructura ARX

A este modelo se lo conoce como estructura “ARX", donde “AR” hace referencia a la parte
autorregresiva A(qQ).y(t) y “X” al la entrada extra (extra imput) B(q).u(t) también conocida como variable
exbgena.

El flujo de sefal de la Figura 4.1 nos indica que posiblemente este no sea el modelo mas natural
desde un punto de vista fisico, ya que el ruido blanco es sumado a la salida luego de pasar a través del
denominador del sistema dinamico. Sin embargo, el set de modelos de ecuacién de error posee una
propiedad importante que lo convierte en una buena primera eleccién en muchas aplicaciones. Y es que
la forma del predictor define una regresién lineal.
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Regresiones lineales:
En primer lugar hallemos un predictor para (4.6) reemplazando (4.8) en (4.5):
¥(t.6) =B(q,6).u(t) +[1- A(q.6)] y(t) (4.9)

Claramente, esta expresién podria haber sido hallada sin mayores problemas a partir de (4.6). O sea
que, sin un marco probabilistico, el predictor (4.9) podria ser una eleccién natural si es que el término e(t)
en (4.6) es considerado “insignificante” o bien “dificil de estimar”. Si somos un poco mas estrictos
podemos decir que a la hora de estimar el término e(t), la mejor estimacion del mismo es considerarlo
nulo ya que la esperanza de un proceso con caracteristicas de ruido blanco es nula. Es entonces
perfectamente natural trabajar con (4.9) incluso para modelos deterministicos.

Introducimos ahora el vector

p(0) =[-y(t-1) -y(t-2) .. —yt-n,) -ut-1) -ut-2) .. -ut-n,)]' (4.10)

Asi podemos rescribir (4.9) como
y(t.6)=0"4(t) = ¢" ()0 (4.11)
Esta es la importante propiedad de la que haciamos referencia previamente. El predictor es un
producto escalar entre un vector de datos conocidos ¢(t) y el vector de parametros 6. A este modelo se lo
conoce en estadistica como regresion lineal, y al vector ¢(t) se lo llama vector de regresiéon. La

importancia de esto radica en la simplicidad y eficacia de los métodos de estimacidon que pueden ser
aplicados para la determinacion de 8, como por ejemplo el criterio de cuadrados minimos:

0(L8) =y(t) - y(t) = y() - ¢" ()0 (4.12a)

1 N
Vv, (6.2 =NZ

t=1

[y-¢ ) .6] (4.12b)

N |

que se trata de ir modificando el vector 6 con el objeto minimizar la funcién V,, o lo que es lo mismo
reducir la diferencia entre y(t) y su valor predicho. Es importante notar que el camino para hallar un
modelo adecuado conduce necesariamente a calculos iterativos.

Estructura ARMAX

La principal desventaja del modelo (4.6) reside en la escasez o falta de libertad en la descripcién del
término de perturbacién. Sin embargo, es posible incorporar mayor flexibilidad al modelado si es que
agregamos un término conocido como media en movimiento (moving average) del ruido blanco.

y() +ay(t-D+..+a, y(t-n,) =bu(t-1)+..+b, u(t-n,) +e(t) +c,e(t-1)+...+c, e(t-n;) (4.13)
con
C(a) =1+c,g*+c,q” +..+c, q™
Por lo tanto podemos escribir

A(a).y(t) = B(a).u(t) + C(a)-e(t) (4.14)

dicha ecuacion se corresponde con (4.4) si

G(q.6) = % . H@#) = % (4.15)

siendo ahora el nuevo vector de parametros:
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6=[a a,..a, b b,..bcc,.c, T (4.16)

Debido al nuevo término de media en movimiento C(qg)e(t), el modelo (4.14) sera llamado ARMAX.
Este modelo se ha convertido en una herramienta estandar en control y econometria, tanto para la
descripcién de sistemas como para el disefio de control.

Nota: una version de este modelo con una integracion forzada se lo conoce como modelo ARIMAX,
el cual es muy usado para describir sistemas con perturbaciones lentas. Y se obtiene reemplazando Ay(t)
= y(t) — y(t-1) en lugar de y(t) en la ecuacion (4.14).

Estructura ARARX

En lugar de modelar el término de ruido de la ecuacién (4.6) con una media en movimiento, como
hicimos en (4.13), se puede describir esta perturbacidn como una autorregresion, y de aqui el nombre
del modelo.

1
A(a).y(t) = B(a).u(t) + ——-e(t) (4.17)
D(a)
con
D(q)=1+d,q" +d,q° +...+d, q™
Estructura ARARMAX

Un forma mas general aun es la que introduce la descripcion ARMA en el modelo anterior, dando
como resultado la estructura ARARMAX.

e(t)

!

cD
w —» B A — 0
Figura 4.2 Estructura ARARMAX
A®G).y(t) = B(g).u(t) + S(Q) () (4.18)
(a)

Estructura de Error de Salida

Hasta ahora hemos visto estructuras en las cuales la descripcién de las funciones de transferencia
tienen al polinomio A(q) como factor comun en sus denominadores. Pero desde un punto de vista fisico
seria mas natural parametrizar estas transferencias en forma independiente.

Supongamos entonces por un momento que la relacién entre la entrada y una salida no perturbada
w(t) puede ser representada como una ecuacion en diferencias lineal, y que la perturbacién consiste en
ruido blanco.

w(t) +fw(t -1 +...+f w(t-n;) =bu(t-1)+..+b, u(t-n,) (4.19a)

y(t) = w(t) +e(t) (4.19b)
Con

F(Q)=1+fg*+f,g”° +...+ f,a"

podemos escribir la ecuacion del modelo como:
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y() =%u(t)+e(t) (4.20)
e(t)
ut)y —» B/F y()

Figura 4.3 Estructura de Error de Salida

Estructura Box-Jenkins

El desarrollo del modelo de error de salida (4.20) es para adicionar al modelo las propiedades del
ruido en la salida. Pero si describimos esto mismo en el marco de un modelo ARMA llegamos al
siguiente resultado:

_B@ ., C(@ 41
Y0 = £y WO+ 5 &0 (4.21)

Siendo esta la parametrizacion de dimensiones finitas mas natural si es que partimos de (4.4). Ya que
Las funciones de transferencia G y H son parametrizadas en forma independiente como funciones
racionales. Entonces, de acuerdo a (4.5) el predictor para el set de modelos (4.21) sera:

- D(9)-B(a) C(q) -D(qa)
t,0 u(t t 4.22
y(t.0) = COFQ)’ u(t) + c) y(t) (4.22)
e(t)
C/D

u ——» B/F Aé—> ¥(0)

Figura 4.4 Estructura Box-Jenkins

Familia General de Estructuras

Las estructuras que hemos desarrollado anteriormente pueden dar lugar a 32 sets de modelos
diferentes, dependiendo de cual de los cinco polinomios A, B, C, D o F son usados, aunque solo hemos
mostrado seis de esas posibilidades. Entonces por conveniencia adoptaremos una estructura
generalizada.

B ity + SD gy (4.23)

A(Q).y(t) = Fa) D(q)

Para propdsitos practicos, uno o mas polinomios deberan ser llevados a la unidad debido a que este
modelo es muy general para muchos casos. Sin embargo, el desarrollo de algoritmos y resultados para
(4.23) también cubre todos los casos especiales correspondientes a sets de modelos mas realisticos.

A partir de (4.5) sabemos que el predictor para (4.23) es:

. D(q).B(q) D(q).A(q)
0 4.24
y(t,6) = QR )U(){ @ }y(t) (4.24)
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Comentario: muchas veces la dinamica desde u(t) a y(t) contiene un retardo, que para el caso
discreto, puede ser contabilizado como un retardo de n, muestras. Como resultado de esto, los primero
n, coeficientes del polinomio B(q) se hacen idénticamente nulos. Esto es:

B(@)=b, g™ +b, g™ +..+b, . g = q™B(q) , siendo b, #0

En consecuencia seria una buena idea expresar dicho retardo en forma explicita:
_ . B(@) C(a)
A(Q).y(t) =g ™. —=u(t) +——=¢(t) (4.25)
F(q) D(a)

siendo n, el nUmero de muestras de retardo entre la entrada y la salida.

Aplicaciéon en Matlab

El Toolbox de Identificacion de Sistemas de Matlab contiene varias funciones para la estimacién
paramétrica de modelos. Todas ellas comparten la misma estructura de comando

>>mod= function ([y u],N);

Las variables de entrada “y” y “u” son vectores columna que contienen los datos de salida y entrada
respectivamente, mientras que la matriz N especifica la estructura particular de los modelos a ser
estimados. El modelo estimado resultante sera contenido en mod, ademas de ser codificado en formato
theta, que es el formato béasico para la representacién de modelos en este Toolbox. Dicho formato
guarda la informacion acerca de la estructura del modelo y de sus érdenes, retardos, parametros, y
varianzas estimadas de los parametros estimados en una matriz. El formato theta puede ser convertido a
cualquier otro modelo que nos resulte de utilidad.

Comunmente, para presentar la informacion del modelo se usa el comando ‘present’ ;

>>mod= function ([y u],N);
>>present (mod)

Modelos ARX

Para estimar los parametros a; y b; del modelo ARX (4.6) se usa la funcién ‘arx’ :

>>mod = arx (z,[n, n, n,]);

Aqui n,y n,son los érdenes de A(q) y B(q) respectivamente. Mientras que n, es el nUmero de retardos
entre la entrada y la salida definidos en la estructura. La funcién ‘arx’ implementa el método de

estimacién de minimos cuadrados.

Familia General de Modelos de Caja Negra

Basandose en la estructura (4.25) es posible construir modelos de practicamente cualquier tipo. Para
esto existe la funcion ‘pem’ :

>>mod = pem (z,nn);
donde N determina todos los érdenes y retardos
>>N = [n, Np N Ng Ns NyJ;

El comando ‘pem’ cubre todos los casos de modelos de sistemas lineales tipo caja negra. Sin
embargo existen rutinas mas eficientes para algunos casos especiales:

>>mod = armax (z,[na Ny N NY)); (estructura ARMAX)
>>mod = oe (z,[ny Ns Ny]); (estructura de Error de Salida)
>>mod = bj (z,[ny, N Ng Ns N)); (estructura Box-Jenkins)

20/39



Identificacion de Sistemas Dinamicos Control y Servomecanismos
2003

5. SELECCION DE ESTRUCTURA Y VALIDACION DEL MODELO

La eleccion de una estructura apropiada (por ejemplo: arx, armax, etc.) es un paso crucial en el
camino de la identificacion de sistemas dindmicos. Y dicha eleccion debe estar basada tanto en el
entendimiento del proceso de identificacién, como en un acabado conocimiento del sistema a identificar.
Con anterioridad hemos descripto una serie de estructuras tipicas para ser usadas en identificacion, y lo
gue nos proponemos ahora es complementar dichas listas con una discusién detallada acerca de cémo
arribar a un modelo, guiados tanto por el conocimiento del sistema como por el set de datos
recolectados.

Una vez que la estructura ha sido escogida, el proximo paso consiste en seleccionar un modelo
particular de dicha estructura, es decir, determinar un conjunto particular de parametros para dicha
estructura. Concluido este paso el modelo hallado puede llegar a ser el mejor disponible, sin embargo,
mas importante ain es saber a ciencia cierta si dicho modelo es suficientemente bueno para nuestros
propésitos.

El proceso de evaluacion de un modelo para determinar si es el apropiado, es conocido como
validacién del modelo.

5.1 Aspectos generales en la eleccién de una estruc __ tura modelo

El camino hacia una estructura particular involucra, al menos, tres pasos:

1° paso) Eleccidn del tipo del set de modelos. (5a)
Esto involucra, por ejemplo, la seleccion entre modelos lineales y no lineales, entre caja negra
y modelos en variables de estado parametrizados fisicamente, y asi siguiendo.

2° paso) Eleccion del tamafio del set de modelos. (5b)
Aqui se plantean varios temas como la seleccién de los grados de los polinomios en el
modelo (4.23) y el problema de que tipo de variables incluir en la descripcion del modelo.

3° paso) Eleccion de la parametrizacion del modelo. (5¢)
Cuando un set de modelos ha sido seleccionado, todavia resta parametrizarlo, esto es,
encontrar una estructura particular que se adecue al set de datos disponible y a la aplicacion
buscada.

El propésito fundamental de un proceso de identificacion es, en pocas palabras, obtener un modelo
bueno y confiable con una cantidad razonable de trabajo. Es por eso que la eleccion de una estructura,
seguramente tendra un considerable efecto tanto en la calidad del modelo resultante, como en el precio
que significd arribar al mismo.

Calidad del Modelo

La calidad del modelo resultante puede, por ejemplo, ser medida por un criterio de reduccién de bias
(polarizacion de los parametros), que consiste basicamente en la implementacion de grandes estructuras
para obtener una mayor flexibilidad. Pero a su vez, el hecho de aumentar el nUmero de parametros
produce un incremento en la varianza (que seria algo asi como un grado indeterminacion) de los
parametros estimados. Es por todo esto que se llega a una situacion conflictiva de requerimientos
produciéndose un compromiso entre:

e Flexibilidad: que consiste en el empleo de estructuras modelo que ofrezcan una gran
capacidad de descripcidén de posibles sistemas. La flexibilidad se puede incrementar de dos
formas basicas, usando muchos parametros o bien ubicando los mismos en posiciones
estratégicas.

e Parsimonia: que es el no hacer uso de una gran cantidad de parametros en forma
innecesaria.
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Precio del Modelo

El precio de un modelo esta asociado con el esfuerzo realizado para arribar al mismo, esto es, tanto
para realizar la minimizacion requerida por el método de cuadrados minimos, como para calcular las
correspondientes estimaciones. Este trabajo en particular es altamente dependiente de la estructura
adoptada.

Otro precio asociado es el hecho de que un modelo complejo es mas dificil de ser usado para hacer
simulacion y disefio de control. En cambio, el uso de un modelo marginalmente mejor a uno simple,
implica por lo general, un buen precio de modelado.

Consideraciones generales

La eleccion final de la estructura serd entonces un compromiso entre (5a), (5b) y (5c). Mientras que
las técnicas y consideraciones utilizadas para la evaluacion de dichos aspectos pueden ser divididas en
cuatro diferentes categorias:

e Consideraciones a priori: Ciertos aspectos son independientes del set de datos z y pueden
ser evaluados a priori, antes de que sean analizados los datos.

» Técnicas basadas en analisis preliminares de los datos: Con los datos disponibles, se pueden
cumplimentar ciertos tests y evaluaciones que nos brindaran un panorama certero de las
posibles estructuras a usar.

e Comparacion de diferentes estructuras: Antes de que el modelo final sea elegido, es
aconsejable informarse acerca de otras estructuras diferentes y comparar sus caracteristicas.

» Validacién del modelo obtenido: Independientemente de cédmo ha sido obtenido el modelo,

siempre es posible utilizar el set de datos z para evaluar y determinar si el mismo se
comporta en forma Util y adecuada para nuestros propdésitos finales.

5.2 Consideraciones a priori

Tipo del Modelo

La eleccion del tipo de modelo a utilizar es bastante subjetiva e involucra varias consideraciones
independientes del set de datos z. Esta seleccion suele ser el resultado de un compromiso entre los
items mencionados anteriormente, combinado con factores méas racionales como la disponibilidad de
softwares y la familiaridad que tengamos con ciertos modelos.

El compromiso entre parsimonia y flexibilidad es el corazén de un problema tipico de identificacién, en
consecuencia, una pregunta inmediata que nos puede surgir seria: como podemos hacer un buen ajuste
de los datos con pocos parametros?. Siendo la respuesta mas natural a este interrogante “usando
conocimiento previo, intuicién e ingenio”. Dichas circunstancias ponen en relieve que la Identificacion
esté lejos de ser un proceso totalmente automatico, y su complejidad guarda estricta dependencia con la
aplicacion buscada.

Para un sistema fisico, es natural pensar que la mejor forma de incorporar datos al modelo seria si
este estuviera modelado en forma continua. Pero esto significaria que los calculos para hallar £t,0)
(ecuacion 4.12a) y para su posterior minimizacion, se conviertan en una tarea excesivamente laboriosa.
En consecuencia, es de esperar que dichos aspectos de complejidad en los algoritmos favorezcan el uso
de modelos discretos tipo caja negra, e incluso induzcan al uso de modelos como el (4.23) que se
adapten al set de datos, sin por ello tener que imponer alguna interpretacion especial a los valores de los
parametros.

Un consejo general que suelen dar algunos autores es “en principio tratar con cosas simples”, y esto
es porque uno deberia, en lo posible, adoptar estructuras sofisticadas solo en el caso que las estructuras
mas sencillas no pasen los tests de validacion. Por lo general, modelos que aceptan regresiones lineales
como (4.11) conducen a simples y robustos esquemas de minimizacion como la de minimos cuadrados.
En consecuencia, las estructuras como ARX son a menudo muy buenas primeras elecciones para
afrontar un problema de identificacién.
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Por dltimo, vale destacar que es necesario contemplar alguna eventual no linealidad que pudiera
presentar el sistema, ya que si la hubiera, resultaria muy dificil ajustar los datos a un sistema lineal. En
particular, los efectos de no linealidad de actuadores y sensores pueden ser conocidos y luego ser
usados para redefinir las sefiales de entrada y salida.

Orden del Modelo

La resolucién del problema (5b) normalmente requiere hacer uso de los datos. Sin embargo, un
entendimiento fisico del sistema, puede en muchos casos indicarnos el rango de ordenes que deberian
ser considerados para el modelo. Incluso cuando los datos ya han sido tomados, el conocimiento del
numero total de ellos (N) y su calidad, indicara cuantos parametros son factibles de ser estimados. Por
ejemplo si disponemos de unos pocos datos, no es razonable tratar de determinar un modelo a partir de
una estructura compleja.

Normalmente el periodo de muestreo, ademas de tener que cumplir con el teorema de Nyquist, suele
estar fuertemente influenciado por el disefio de control a utilizar. Y esto se debe a que el periodo de
muestreo con el cual modelamos el sistema, deberia ser el mismo que se usa para la aplicacion de
control, al menos que estemos dispuestos a recalcularlo durante los intervalos existentes entre muestras
sucesivas.

Otro problema relacionado suele ser que, por problemas numéricos, sea dificil describir
adecuadamente mas de dos o tres décadas del rango de frecuencia con un mismo modelo. Por otro
lado, consideraciones acerca de periodo de muestreo, excitacion, y longitud del registro de datos,
sugieren que por lo general uno no deba apuntar a cubrir mas de tres décadas de las constantes de
tiempo en un experimento. De modo que si el sistema contiene constantes de tiempo ampliamente
separadas, el consejo es construir dos o0 mas modelos, cada uno cubriendo una parte determinada del
rango de frecuencias y siendo muestreado con un periodo adecuado. En un modelo de alta frecuencia, la
dinamica de baja frecuencia se comporta, para la mayoria de los casos practicos, como un bloque con
tantos integradores como polos de baja frecuencia tenga el sistema; pensar en el diagrama de Bode.
Analogamente, las altas frecuencias se ven como relaciones instantaneas (estéaticas) en los modelos de
baja frecuencia.

5.3 Seleccidn de Estructura basada en andlisis prel _iminares de los datos

Por analisis preliminar de los datos, queremos decir calculos que no involucran la determinacion de
un modelo completo del sistema.

Estimacion del Tipo del modelo

Generalmente, algunas técnicas no paramétricas pueden ser Utiles para descubrir transformaciones
no lineales de los datos, como asi también para indicar el tipo de dependencias existentes entre las
variables involucradas. Por lo general, dichos tests estan basados en relaciones entre correlaciones de
orden superior (mayor a segundo orden) y espectros que obedecen a descripciones lineales.

Estimacion del Orden del modelo

El orden de un sistema lineal puede ser estimado de varias formas diferentes. En particular, los
métodos basados en analisis previos de los datos caen dentro de las siguientes categorias.

1. Examinacion de la funcién de transferencia estimada por el método de Analisis Espectral.
2. Evaluacién de rangos en matrices de covarianza.
3. Correlacion de variables.

1. Estimacion por analisis espectral: Una estimacion no paramétrica de la funcion de transferencia
G\(e") nos entregara valiosa informacién acerca de los picos de resonancia, caidas (roll-off) y
corrimientos de fase. De esta forma obtendremos valiosos indicios acerca del orden que requerira
el modelo para describir la dinamica del sistema (o al menos la parte que nos interesa). Habria
gue notar que por lo general un diagrama de bode de tiempo discreto presenta ciertas anomalias
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si se lo compara con uno de tiempo continuo, es por eso que es conveniente tomar dichas
observaciones con especial recaudo.

2. Evaluacién de la Matriz de Covarianza : Supongamos que el sistema real esta descripto por:
y)+ay(t-D+...+a,y(t-n)=bu(t-1) +...+bu(t —n) + v, (t) (5.1a)

para alguna secuencia de ruido {vy(t)}. Supongamos incluso que n es el menor valor para el cual
se sigue cumpliendo la ecuacion (5.1a), o sea que n es el “orden verdadero” del modelo. Como
siempre, tomemos:

.(t) = [~y(t-1)... - y(t—s) u(t=2)..ut - s)]" (5.1b)

Consideremos en principio que vy(t) = 0. Esto implica que la matriz de covarianza, definida
como:

RN =< 40410 (510

no sera singular para s < n, lo que significaria que todavia es posible aumentar el orden del
modelo, pues no hemos alcanzado aun el “orden verdadero” del mismo. Mientras que R*(N) sera
singular si s = n +1, 0 sea cuando nos hayamos excedido del nimero de parametros natural del
sistema. Dicho de otro modo esto quiere decir que es posible utilizar una funcién k(s)=R°(N) para
hacer una evaluacién cuantitativa del orden del modelo.

En el caso que se presente ruido {v,(t)} en la ecuacion (5.1a), la matriz (5.1c) puede seguir
siendo usada si es que se establece un umbral adecuado, y si la relacién sefial a ruido es lo
suficientemente alta.

Pero cuando la influencia de vy(t) sobre el sistema deja de ser insignificante, una alternativa
valida seria utilizar vectores de correlacion. Esto es, si {v,(t)} y {u(t)} no estan correlacionadas,
podriamos usar,

() =[u(t-=2) u(t—2)..u(t-2s)]"

y luego hallar:
RN =<3 4,0.47(0)

que sera no singular para s < n, y singular para s = n +1.

3. Correlacion de variables: El problema de la determinacién del orden radica en el hecho de incluir
0 no una variable mas en la estructura modelo. Esta variable podria ser y(t —n — 1) en (5.1a) o
posiblemente una variable perturbacion w(t) que ha sido medida. En cualquier caso, lo importante
es saber si esa nueva variable tiene algo que contribuir en la definicion de la variable de salida
y(t). Esto se puede medir haciendo la correlacién entre y(t) y w(t). Sin embargo, para desestimar
la posible relacion entre y(t) y w(t), calculada a partir de la estructura mas pequenfa, la correlacién
debe ser medida entre w(t) y lo que resta por ser conocido, o sea los residuos

£(t,8,) = y(t) - ¥(t.8,). Esto se conoce en el andlisis por regresién como correlacién canénica o
correlacion parcial.

5.4 Comparacion de estructuras modelo

Una aproximacién muy natural para buscar una estructura adecuada, es simplemente la que surge de
evaluar distintos modelos y comparar los resultados que ellos arrojen. A continuacién se expondran los
lineamientos basicos para llevar a cabo las comparaciones mencionadas variando el grado de
formalismo. Es importante aclarar que la etapa de validacion del modelo (etapa final) se hace mas
efectiva si es que previamente se han descartado o filtrado los modelos de menor calidad.
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Comparaciéon de modelos utilizando sets de datos frescos (Validacién Cruzada)

No habria que sorprenderse si es que a la hora de evaluar el modelo, este se ajusta bien al set de
datos a partir del cual fue estimado. El test real seria verificar si es que el modelo también es capaz de
describir datos frescos del proceso. Una sugestiva y a la vez atractiva forma de comparar dos modelos
diferentes, obtenidos a partir de dos estructuras diferentes, es evaluar su desempefio cuando se
emplean sets de datos que no han sido utilizados para ajustar ninguno de los dos modelos. De esta
forma podriamos optar por el modelo que presente el mejor comportamiento o performance. A dicho
procedimiento se lo conoce como Validacion Cruzada y posee muchas variantes.

Una medicién de la performance, podria ser por ejemplo la suma de los cuadrados de los errores de
prediccion o de la diferencia entre las salidas actuales y las salidas simuladas y, = Gy(g).u(t). Una
caracteristica atractiva del proceso de Validacion Cruzada es que la comparacién tiene sentido sin tener
que introducir ningan argumento probabilistico y sin hacer conjeturas acerca del sistema real. La Unica
desventaja es que tenemos que rescatar un set de datos frescos para las comparaciones, o sea que no
podemos hacer uso de toda la informacion que disponemos para construir el modelo.

Comparacion de modelos con sets de datos de “Segunda mano”

Solo si no podemos separar los datos frescos para hacer una Validacion Cruzada, debemos sacar
conclusiones entre dos modelos usando el mismo set de datos que ha sido utilizado para ajustar los
mismos. Este hecho complica la comparacion considerablemente debido a que el modelo obtenido a
partir de la estructura mas grande, automaticamente va a entregar el menor resultado para un criterio de
ajuste convencional. Mientras la estructura modelo se expande, este resultado va a ser aln mas
pequefio, ya que el valor de Vy (Vy = min{Vy(0)}) disminuye a medida que el modelo incorpora mas
caracteristicas relevantes del set de datos (Figura 5.1). Incluso después de hallarse una estructura que
permita una correcta descripcion del sistema, el valor V continla descendiendo, pero ahora a causa de
pardmetros adicionales (innecesarios) que se ajustan a las distintas caracteristicas de realizaciones
particulares del ruido. Esto es conocido como “overfit”, y el valor de este ajuste extra no lo podemos
conocer debido a que aplicaremos el modelo a diferentes realizaciones del ruido. Seria razonable
entonces que la disminucion de V, por efecto del overfit sea menos significativa que el descenso
producido por la inclusion de mas caracteristicas relevantes al modelo. Es por eso que buscaremos el
punto de quiebre o codo en la curva de la Figura (5.1). Ciertamente es una buena idea graficar dicha
curva para sacar conclusiones y verificar si el ajuste fue valedero.

Vn

Codo

M (tamafio de la estructura)

Figura 5.1 Valor minimo de Vx(6) en
funcion del tamafio de la estructura

modelo.

Se han desarrollado varios procedimientos con la intencién de formalizar la busqueda de dicho codo,
y en la actualidad existen dos ideas basicas. La primera aproximacion consiste en imitar la idea de la
Validacion Cruzada, esto es, usar el valor de V,, como base para el ajuste, pero aplicando al modelo el
mismo set de datos a partir del cual fue calculado.

El otro procedimiento estd basado en una filosofia diferente, donde se asume que la estructura mas
pequefia consigue realizar una correcta descripcion del sistema, y luego se calcula como serd la
disminucion esperada debido al overfit en una estructura mas grande. Finalmente se evalla si la
disminucion observada es significativamente mayor a la tedrica o no. Esta idea se basa en el test de
hipotesis estadistico.
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Por ultimo, es importante destacar que ambas aproximaciones, desde un punto de vista operacional,
estan estrechamente relacionadas.

5.5 Validacién del modelo

El proceso de estimaciéon de parametros opta por el “mejor” modelo dentro de una estructura
preseleccionada. Pero lo importante en todo esto es saber si dicho modelo es lo suficientemente bueno
para nuestros propésitos. Este es el problema de la validacion de un modelo y el asunto tiene varios
aspectos a considerar como asi también tres preguntas basicas que contestar:

1) Se adapta lo suficientemente bien el modelo a los datos observados ?
2) Es el modelo lo suficientemente adecuado para nuestro propésito ?
3) Describe el modelo al sistema real ?

Por lo general, la forma de contestar estas preguntas es examinar el modelo con la mayor cantidad
posible de informacion acerca del sistema real. Esto incluye conocimiento previo, analisis de los datos y
experiencia en el uso del modelo. En una aplicacion de identificacion el mayor problema a la hora de
enfrentarse con el modelo lo presentan los datos en si mismos. Debido a esto, las técnicas de validacion
del modelo tienden a centrarse en responder las primeras dos preguntas.

Validacién del modelo con respecto al propdsito del modelado

Dado que es imposible dar respuesta a la pregunta 3), lo que importa en la practica es echar luz a la
segunda pregunta. Y en este aspecto, podemos afirmar que siempre existe un propésito particular que
nos conduce a hacer el modelado, ya sea el disefio de un compensador, la prediccion de futuras salidas,
o0 bien la simulacion del sistema. Es por eso que la Ultima validacion consiste en verificar si el problema
que motivo el modelado puede ser resuelto usando el modelo obtenido. Por ejemplo, si un compensador
disefiado en base al modelo hallado exhibe una satisfactoria respuesta desde el punto de vista del
control, entonces el modelo sera “valido”, independientemente de los aspectos formales que esto
implique. A menudo seré imposible, costoso, o peligroso evaluar todas los posibles modelos respecto de
su prop@sito planeado. En lugar de eso, uno debe tomar otros caminos para formar un criterio que le
permita discernir entre varios modelos.

Viabilidad de los Parametros Fisicos

Para una estructura que estd parametrizada en términos de parametros fisicos, una validacion natural
y a la vez efectiva es comparar los valores estimados y sus varianzas, con valores razonables obtenidos
en base a un conocimiento previo del sistema. Es una buena practica el evaluar la sensibilidad que
presenta el comportamiento entrada-salida, con respecto a estos parametros para chequear su correcta
identificabilidad (esto deberia reflejarse en las varianzas estimadas).

Consistencia del Modelo Entrada-Salida

En un modelo de caja negra, nosotros centramos nuestro interés en sus propiedades de entrada-
salida. Particularmente, para modelos lineales se suelen presentar dichas caracteristicas a través de
diagramas de Bode. Es por eso que siempre es aconsejable evaluar y comparar diferentes modelos
lineales por intermedio de estas graficas, incluso utilizando la varianza estimada de los parametros,
trasladada a intervalos de confianza de G y H. Comparaciones en diagramas de Bode, entre
estimaciones por analisis espectral y otras derivadas de modelos paramétricos, son por lo general muy
utiles ya que se forman a partir de suposiciones diferentes.

Generalmente, cuando el sistema real no se corresponde con el set de modelos, se obtiene una
aproximacion cuyas caracteristicas dependen de las condiciones del experimento, los filtros usados y de
la estructura seleccionada. Por lo tanto, este tipo la comparacién en diagramas de Bode permite
establecer si es que las caracteristicas esenciales del sistema dindmico han sido capturadas
correctamente.
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Reduccién del Modelo

Un procedimiento que evalla si el modelo es una descripcion simple y apropiada del sistema,
consiste en aplicar alguna técnica de reduccion en el modelo. Esto es, si el orden del modelo puede ser
reducido sin afectar notablemente las propiedades de entrada-salida, entonces se dice que el modelo
original era “innecesariamente complejo”. En esta oportunidad no daremos mayores detalles acerca
estas técnicas, pero si podemos comentar que el autor Séderstrom (1975) ha desarrollado varias ideas
utiles acerca de este tema, especialmente para cancelaciones de polos y ceros.

Simulacién

Una rutina comunmente utilizada que puede ser tenida en cuenta como test de validacion del modelo,
es simular el sistema con la entrada actual y comparar la salida medida con la simulada. Formalmente,
para un modelo general, esto significa que la salida simulada yy(t) es generada de acuerdo a:

yu(t) =9(t 246, (5.2)
A (yM (t-1),u(t-1),y, (t=2),u(t-2),...y, (1),u(1)) (5.3)

Nota: no hay que confundiry,, (t) con 9(t,éN), ya que solo coinciden para el modelo de error de

salida.

El modelo de parametros 6, puede entonces ser evaluado por una comparacion entre yy(t) e y(t), ya
sea por una comparacion visual en un grafico o bien por alguna medida de distancia un poco mas formal.
Para la comparacion se debe usar, preferiblemente, un set de datos diferente al usado para la estimacién
de 6 (Validacién Cruzada).

5.6 Conclusiones finales

El “sistema real” es una entidad que no puede ser dimensionada totalmente a través de un modelado
practico. En consecuencia, tenemos que conformarnos con descripciones parciales que sean adecuadas
para nuestros propositos. A veces esto significard trabajar con varios modelos del mismo sistema que
seran usados para diferentes puntos de operacion, para diferentes intervalos de muestreo (escalas de
tiempo), y asi siguiendo.

Es importante destacar el principio de “tratar con cosas simples en un primer momento ", lo que
sugiere que uno deberia comenzar evaluando regresiones lineales simples, tal como los modelos ARX
en el caso lineal, y variantes con transformaciones no lineales de datos basadas en consideraciones
fisicas, cuando sea necesario.

En cuanto al tema de la validacién de modelos se deberia apuntar lo siguiente:

» Comparacion en diagramas de Bode, de modelos lineales obtenidos bajo varias condiciones y
utilizando diversas estructuras (incluyendo estimaciones por analisis espectral).

e Comparacion de salidas medidas y simuladas.

e Monitoreo de intervalos de confianza de los parametros estimados, para rastrear y localizar
los ceros y polos en la funcién de transferencia. Como asi también posibles pérdidas locales
de identificabilidad.

Finalmente, es necesario tener en cuenta que dichas técnicas deberian ser tomadas como guias de
trabajo, y no dejar que la seleccion de variables se haga exclusivamente por procedimientos estadisticos,
desplazando de este modo al imprescindible ingrediente subjetivo que pueda aportar quien realice el
andlisis.

5.7 Aplicaciéon en Matlab

Luego de haber analizado los datos, es probable que hayamos obtenido una extensa coleccién de
modelos de diferentes drdenes y estructuras. Entonces, llegado este punto es aconsejable estar provisto
de una gran variedad de herramientas que nos permitan evaluar las cualidades de los diferentes
modelos. En este sentido podemos asegurar que el Toolbox de Identificacion de Matlab es un poderoso
instrumento capaz de llevar a cabo dichas tareas.
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Comparacion de Diferentes Estructuras

Es natural comparar los resultados obtenidos a partir de diferentes modelos de una misma estructura,
esto es, variando los 6rdenes y retardos de la misma. Por ejemplo, para modelos del tipo ARX esto
puede ser llevado a cabo eficientemente por el comando ‘arxstruc’. Para ello, primero debemos definir
una matriz NN con todas la estructuras ARX que deseamos investigar:

aal a'bl akl
NN = . . .

luego,
>> V = arxstruc (ze,zy,NN);

Siendo el modelo ajustado al set de datos z,, para cada conjunto de parametros de NN.
Posteriormente, a cada uno de los modelos se le aplica el set de datos z, y se calcula la suma de los
errores de prediccion al cuadrado. A estos valores se los conoce como funciones de pérdida y son
guardados en V con los modelos correspondientes.

Para seleccionar el modelo que posea la funcién de pérdida mas pequefia para el set de validacion
Z,, se procede utilizando:

>> nn = selstruc (V,0);

Este no es ni mas ni menos que el procedimiento de Validacién Cruzada mencionado con
anterioridad.

Por lo general, es también una buena idea inspeccionar visualmente como cambia el ajuste con el
namero de pardmetros estimados. Un grafico del ajuste versus el nimero de pardmetros se obtiene con:

>> nn = selstruc (V);

Esta rutina lo incita a uno a elegir el nimero de parametros a estimar, basandose en primer lugar, en
la inspeccion visual del grafico para luego escoger el modelo que mejor se ajuste a dicha cantidad de
parametros.

En estos casos, el comando ‘struc’ suele convertirse en una gran ayuda, ya que genera matrices NN
con diferentes estructuras caracteristicas. Una secuencia de comando tipica seria:

>>\/ = arxstruc (ze,zv,struc(2,2,1:10);

>> nn = selstruc (V,0);

>> nk = nn(3);

>>V = arxstruc (ze,zv,struc(1:5,1:5,nk-1:nk+1));
>> nn = selstruc (V);

De esta forma hemos establecido un valor adecuado para el retardo nk, testeando modelos de
segundo orden con retardos entre uno y diez. El mejor ajuste selecciona un retardo, y luego se evallan
todas las combinaciones posibles entre modelos ARX con un nimero de parametros “a” y “b” entre cero
y cinco, utilizando retardos en un entorno cercano al seleccionado previamente.

Si el modelo es validado sobre el mismo set de datos a partir del cual fue estimado, esto es z.=z,,
entonces el ajuste siempre mejorara a medida que se incremente el tamafio de la estructura. Por lo tanto
es necesario compensar este decrecimiento automatico de las funciones de pérdida debido al overfit
(Figura 5.1), y para ello se han desarrollado diferentes procedimientos. Probablemente la mejor técnica
conocida es la Prediccién Final de Error de Akaike (FPE), que esta estrechamente relacionada con el
Criterio de la Teoria de la Informacién. Ambas simulan la validacion cruzada cuando el modelo se evalla
con un set de datos frescos.

La FPE es formada asi:

1+

Ey

1-—
N

FPE =
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donde n es el nimero total de parametros estimados, N es el largo del registro de datos y V la funcién de
pérdida (ajuste cuadratico) para la estructura en cuestion.

El AIC se forma asi:

AIC =log[(1+ 2n/N).V]

De acuerdo a la teoria de Akaike se debe seleccionar, dentro de una colecciéon de diferentes modelos,
aquel que posea la menor FPE (o0 AIC). La estructura que minimiza el AIC se obtiene con:

>> nn = selestruc (V,'AIC");
donde V fue previamente generada por ‘arxstruc’.

Un criterio relacionado es la Aproximacion de Minima Distancia de Rissanen, el cual selecciona la
estructura que permita hacer la descripcion general mas pequefia a partir de los datos observados . Esto
se puede obtener con:

>> nn = selstruc (V,’MDL");

Chequeo de cancelaciones Polo-Cero

Una cancelacion polo-cero en el modelo dinamico es una indicacién de que el orden escogido puede
ser muy elevado. Para juzgar si una cancelacién es real, hay que tomar en consideracion las
incertidumbres que existen en la localizacion de polos y ceros. En particular la funcion ‘th2zp’ calcula las
regiones de confianza para los polos y ceros, lo cual puede ser graficado a través de:

>> zpplot (th2zp(th),1);

donde 1 indica la cantidad de desviaciones standard de ancho que tendra el intervalo de confianza.
Entonces, si las regiones de confianza se superponen, habria que intentar utilizar 6rdenes menores para
el modelo.

Este chequeo es de especial utilidad cuando los modelos han sido generados por el comando ‘arx’,
ya que los érdenes pueden estar sobredimensionados debido a que 1/A(q) describe el comportamiento
frente al ruido.

Andlisis Residual

Los residuos asociados con los datos y el modelo dado (diferencia entre y e y,), son independientes
de la entrada y tienen, idealmente, caracteristicas de ruido blanco. En particular, la siguiente funcion:

>> e = resid (z,th);

calcula los residuos e y lleva a cabo los andlisis de independencia y “blancura”. Se presenta entonces en
pantalla la funcién de autocorrelacion de e y la funcion de intercorrelacion entre u y e hasta el retardo
ndamero 25. También son exhibidos los intervalos de confianza de estas funciones, asumiendo que e es
blanco e independiente de u.

La regla dice que si la funcién de autocorrelacion se escapa significativamente de este intervalo de
confianza, entonces no se acepta el correspondiente modelo como una buena descripcidén del sistema.
Son necesarias algunas aclaraciones para dar por valida esta afirmacion:

1. Una estructura como la de Error de Salida se enfoca en la dinAmica de G y deja un poco de
lado las propiedades de H. De modo que si estamos interesados en G habria que centrarse
en buscar la independencia entre e y u en lugar de la blancura de e.

2. Laintercorrelacion entre e y u para retardos negativos, o el hecho de que el ruido e(t) actual
afecte la futura entrada u(t), es una indicacion de que existe realimentacion de la salida hacia
la entrada. Pero esta no es una razén para descartar el modelo, ya que la correlacion para
valores de retardo negativos es de gran interés debido a que, a pesar de que existen ciertos
métodos que no funcionan bien cuando se presentan realimentaciones en los datos de
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entrada-salida, a partir de estos se logran realizar buenos graficos de correlacion cruzada
para propésitos de validacion.

3. Cuando usamos modelos ARX, el procedimiento de minimos cuadrados hace
automaticamente cero la correlacion entre e(t) y u(t-k) para k = nk, nk + 1, ...,nk + nb -1,

Como parte del proceso de validacidn se suelen también graficar los residuos para poder hacer una
simple inspeccion visual en busqueda de posibles irregularidades y outliers. Esto se hace usando:

>> plot (e);

Nota: Outliers son observaciones infrecuentes o puntos que no parecen seguir la distribucion caracteristica del
resto de los datos.

Simulaciones libres de ruido

Para saber si el modelo escogido es capaz de reproducir los datos que se observan, a partir de
excitar al modelo con una cierta entrada u(t), se puede correr una simulacién como la siguiente:

>> yh = idsim (u,th);
>> plot ([y yh]);

El mismo resultado se obtiene con:
>> compare ([y,u],th);
Un test mas exigente y relevante, seria llevar a cabo esta simulacion (e incluso su analisis residual) a

partir de un set de datos frescos que no haya sido utilizado para estimar el modelo (concepto de
validacion cruzada).

Evaluacion de la incertidumbre del modelo

El modelo estimado es siempre incierto debido a las perturbaciones existentes en los datos
observados (incertidumbre externa), y a la falta de una estructura absolutamente correcta (incertidumbre
interna). La variabilidad del modelo que se produce debido a perturbaciones aleatorias en la salida,
puede ser calculada por la mayoria de los procedimientos de estimacién conocidos, e incluso puede ser
presentada en un gran nimero de formas. Dicha variacién responde la pregunta de cuan diferente puede
llegar a ser un modelo si se repite el proceso de identificacion, usando la misma estructura, pero con un
set de datos diferente que contiene la misma secuencia de entrada. Sin embargo, este andlisis no tiene
en cuenta los errores sistematicos que se producen debido a una inadecuada eleccién de la estructura.
Por lo tanto no hay garantias de que el “sistema real” se sitle dentro del intervalo de confianza.

Para hallar la incertidumbre en la respuesta frecuencial se comienza por pasar el modelo del formato
theta al formato fregfunc, que es un formato que contiene informacién acerca de valores de frecuencia,
amplitudes, como asi también sus desviaciones estandar :

>> [g,fiv] = th2ff (th);

luego se pueden graficar los datos obtenidos usando el comando ‘bodeplot’, no sin antes especificar la
cantidad de desviaciones estandar que se desean graficar, por ejemplo:

>> bodeplot (g,2);

Por otro lado, la incertidumbre en la respuesta temporal se puede visualizar utilizando:

>> jdsimsd (u,th);

En este caso se grafica en un mismo diagrama, la respuesta a la entrada u, de diez posibles modelos
obtenidos a partir de la distribucién del modelo th.

La ambigiiedad de estas respuestas tiene que ver principalmente con las propiedades externas del
modelo, ya que refleja los efectos de una inadecuada excitacion y la presencia de perturbaciones.
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En cambio, la incertidumbre interna se manifiesta por lo general en la matriz de covarianza de los
parametros estimados. Esto se puede revelar con,

>> present (th);

Nota: Debido a la alta precision numérica que implementa Matlab, es altamente improbable que encontremos
mensajes acerca de matrices singulares o deficientes. En lugar de eso, los modelos de 6rdenes sobreestimados
normalmente muestran grandes varianzas de sus pardmetros. Consecuentemente, este suele ser un buen indicador
de que uno ha ido demasiado lejos en el incremento del orden del modelo.

Otra forma de interiorizarse acerca de la incertidumbre interna que presenta el modelo, puede ser
observando las desviaciones estandar existentes en las localizaciones de polos y ceros. Para hacer esto
se suele comenzar por pasar el modelo al formato zepo (cero polo) :

>> ceropolo = th2zp (th);
luego es posible graficar el mapa polo-cero usando el comando zpplot de la misma forma que se usa el
comando bodeplot. Grandes incertidumbres en las representaciones son causadas por modelos de
Ordenes excesivamente altos, excitacidén inadecuada, o malas relaciones sefial a ruido en las ristras de
datos.

Comparacion de Diferentes Modelos

Suele ser por lo general una muy buena idea presentar las propiedades del modelo en términos de
variables que tengan un mayor significado fisico que los parametros en si mismos.

Por otro lado, diagramas de Bode, mapas polo-cero y simulaciones del modelo, nos dan una idea de
las propiedades del sistema que deben ser capturadas por nuestro modelo.

Si ahora varios modelos de diferentes caracteristicas proporcionan diagramas de Bode similares en el
mismo rango de frecuencias de interés, entonces podemos asegurar en justa medida que esto estara
reflejando particularidades auténticas del sistema real. Asi entonces podemos elegir el modelo mas
simple de entre todos estos.

Una tipica sesion de identificacién incluye la estimacion en diferentes estructuras, y comparaciones
de las propiedades de los modelos.
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6. ACONDICIONAMIENTO DE LOS DATOS

Una vez que los datos han sido recolectados del proceso fisico, es probable que los mismos no estén
en condiciones de ser usados por algoritmos de identificacion. Esto se debe a que hay varias
deficiencias posibles en los datos que deberian ser tenidas en cuenta, tales como:

1. Perturbaciones de alta frecuencia en la adquisicion de los datos, por encima de las
frecuencias de interés del sistema dinamico.

2. Bursts y/o outliers ocasionales.

3. Dirift, offset y perturbaciones de baja frecuencia, posiblemente de caracter periddico.

Aclaraciones:

e Burst: es una secuencia o rafaga de datos de valor unitario.

» Outliers: son observaciones infrecuentes o puntos que no parecen seguir la distribucion
caracteristica del resto de los datos.

» Drift: variacién lenta de una caracteristica del sistema como la amplitud, frecuencia o potencia
de salida. Esto se puede deber, por ejemplo, a cambios de temperatura o envejecimiento.

Es necesario acentuar el hecho de que en aplicaciones off-line, siempre es aconsejable graficar los
datos, en orden de realizar una inspeccién minuciosa de las deficiencias mencionadas.

6.1 Perturbaciones de alta frecuencia

Este tipo de perturbaciones indican que la eleccion del intervalo de muestreo y de los filtros de pre-
muestreo, no fueron correctamente escogidos. Si luego de hacer el experimento, resulta ser que el
periodo de muestreo fue tomado innecesariamente pequefio, uno siempre podra re-muestrear los datos
tomando de a cada n muestras del registro original (proceso de diezmado). Sin embargo, sigue siendo
necesario aplicar un filtro anti-aliasing antes de realizar el re-muestreo de los datos.

6.2 Burts y Outliers

Errores aislados o valores muy perturbados pueden tener una influencia considerable en la
estimacion resultante. Es por eso que resulta necesario proteger la estimacion de los malos datos, y
complementar esto con un robusto criterio de identificacion. Cabe resaltar que los datos errGneos son
muy faciles de detectar en un gréfico residual, e igualmente sencillo cambiarlos manualmente por un
valor proveniente de una interpolacion.

6.3 Perturbaciones Lentas: Comentarios Generales

Perturbaciones de baja frecuencia, offsets, trends (valores medios), drift, y variaciones perioddicas no
son comunes en los sets de datos. Estos fenédmenos provienen tipicamente de fuentes externas que
podriamos o no incluir en nuestro modelo. Y en este sentido podriamos decir que existen basicamente
dos aproximaciones diferentes para lidiar con estos problemas:

1. Remover las perturbaciones a través de un pretratamiento explicito de los datos.
2. Dejar que el modelo del ruido se ocupe de las perturbaciones.

La primera aproximacion involucra el hecho de remover trends y offsets por sustraccion directa,
mientras que la segunda confia en los modelos de ruido con polos sobre o cerca del circulo unitario,
como la estructura ARIMA.

En principio es posible ilustrar ambas aproximaciones aplicadas al problema del offset, y el modelo
lineal estandar que utilizamos sera el siguiente:

A(0).y(t) =B(a)-u(t) + v(t) (6.1)
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el cual nos informa tanto acerca de las propiedades dinamicas del sistema como asi también sobre la
relacion estatica entre una constante u(t) = 0 y el valor de estado estacionario y(t) = y.

Ay =B(1). (6.2)

En la préactica, las medidas de entrada y salida tomadas en bruto, llamadas u™(t) e y"(t), son
recolectadas y guardadas en unidades fisicas, pudiendo ser los niveles de las mismas bastante
arbitrarios. O sea que la ecuacion (6.1), que escribe las propiedades dinamicas del sistema, puede tener
muy poca relacion con la ecuacion (6.2) que relaciona los niveles de las sefiales a frecuencia cero. En
otras palabras, (6.2) es realmente una restriccion innecesaria para (6.1), y existen al menos tres formas
posibles de enfrentar el problema:

1. Permitir que y(t) y u(t) sean desviaciones de un equilibrio fisico: La aproximacién mas
natural seria determinar el nivel de salida y que corresponde a la entrada de un valor

constante u™(t) =u cercano al punto de operacién deseado. Entonces definimos:

y(®) =y" () -y (6.3a)
ut) =u™(t)-u (6.3b)

como las desviaciones de este equilibrio. Estas variables corridas van a satisfacer
autométicamente la ecuacion (6.2), haciendo ambos miembros iguales a cero. De esta
forma (6.2) no influenciard el ajuste que sera realizado en (6.1). Este tipo de
aproximacion enfatiza la interpretacion fisica de la ecuacién (6.1) como una
linealizacion alrededor del punto de equilibrio.

2. Extraer los valores principales o valores medios de las muestras: Una segunda
aproximacion es definir:

N

RACIEEE R Y0 (6.4

=1

V:

Zlr-

y luego utilizar las ecuaciones (6.3). De modo que si una entrada u™(t), que varia
alrededor de u, conduce a un valor de salida que oscila alrededor de y, entonces es

probable que el par (u,y) esté cerca de corresponder al punto de equilibrio del sistema.

3. Estimar el offset en forma explicita: Uno podria también modelar el sistema usando
variables en las unidades fisicas originales, y luego agregar un valor constante que
haga las veces de offset:

A(Q).y"(t) =B(q).u™(t) +a + v(t) (6.5)

Si comparamos la ecuacion (6.1) con (6.3), vemos que a corresponde a A(1).y —B(2).u.

De esta forma, el valor de a es incluido en el vector de parametros 0 y estimado a partir
del set de datos. Es evidente que esta aproximacion, es de hecho una variante de la
segunda aproximacion expuesta.

6.4 Evaluacion de las Aproximaciones

En una aplicacion off-line con offsets, la aproximacion mas recomendable es la primera, y si un
experimento de estado estacionario resulta de dificil aplicacion, entonces se suele utilizar la segunda
aproximaciéon. En cambio, la estimacion explicita del offset es una forma innecesariamente complicada
de extraer el valor medio de una muestra.

Nota:
Es de especial importancia remover los offsets cuando los métodos utilizados emplean un
modelo de ruido fijo, tal como los modelos de error de salida.
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6.5 Drift, Trends y Variaciones de Baja Frecuencia

Los métodos para tratar con otras perturbaciones lentas en los datos son bastante analogos a las
aproximaciones discutidas con anterioridad. Esto se debe a que los Drifts y Trends pueden ser vistos
como variaciones en el tiempo del punto de equilibrio. De esta forma, es posible ajustar lineas rectas o
segmentos curvos, de la misma forma en que se consideran niveles constantes de offset y sus
variaciones respecto a la media.

6.6 Aplicacion en Matlab

La extraccion de informacién de los datos no suele ser por lo general una tarea directa. Y las
decisiones requeridas para la seleccién y validacién del modelo, necesitan estar acompafiadas por un
cuidadoso tratamiento de los datos. Es por eso, que a continuacion intentaremos introducir algunos
conceptos béasicos acerca de cémo lidiar con ciertas situaciones comunes presentes en la mayoria de los
casos.

Niveles de Offset

Como comentamos previamente, los datos que han sido recolectados de una planta fisica real, estan
tipicamente medidos en unidades fisicas. Y por lo general los valores de entrada-salida en bruto no se
suelen corresponder en forma consistente, lo cual forzard a los modelos a gastar inevitablemente
algunos parametros para corregir dichos niveles.

En particular es bastante sencillo tratar con niveles de offset no deseados, ya que siempre
intentaremos extraer el valor medio de la secuencia de entrada y de salida antes de realizar la
estimacién. El caso ideal seria si dichos valores medios corresponden a un equilibrio fisico, pero si tales
valores son desconocidos, entonces es aconsejable utilizar un comando para extraer el valor medio de
cada muestra:

>> 7 = dtrend(z);

Nota: con este comando también es posible remover valores medios o medias lineales, ya sea en
forma total o parcial (por tramos).

Outliers

Incluso los datos reales estan sujetos a posibles perturbaciones. Esto es, largas perturbaciones poco
habituales, fallas temporales del sensor o transmisor, etc. Es importante no permitir que estos outliers
afecten en forma considerable a los modelos estimados.

En general, la robustificacion del criterio de error suele ser de gran ayuda para estos casos. Sin
embargo, siempre es buena practica examinar los residuos para localizar muestras poco usuales de gran
valor, para luego volver a los datos originales y poder evaluarlos en una forma mas critica. Obviamente
que si los datos poseian algun tipo de anomalia, estos pueden ser suavizados y posteriormente repetido
el procedimiento de estimacion.

Filtrado de los Datos

Dependiendo del tipo de aplicacion, es probable que el interés sobre el modelo esté focalizado en
algunas bandas de frecuencia especificas. El filtrado previo de los datos, a través de filtros que resalten
la informacidon sobre dichas bandas, mejora el ajuste en las regiones de interés. En particular, el Toolbox
de Procesamiento de Sefiales de Matlab contiene varias funciones para el disefio y aplicacién de filtros
digitales. Por ejemplo la funcién 'idfilt' (del Toolbox de Identificacidn) utiliza la funcién butter del Toolbox
de Procesamiento de Sefiales, e implementa un filtro de Butterworth.

Ej:
>> zf = idfilt(z,5, [10 100]);

Aqui hemos usado un filtro Butterworth de quinto orden tipo pasabanda, con frecuencia de corte
inferior en 10 x TTHz. y frecuencia de corte superior en 100 x TTHz.
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Otro comando bastante Util que posee el Toolbox de Procesamiento de Sefiales, es uno que realiza
decimacién en un factor variable para poder disminuir la frecuencia de muestreo, y observar los datos
temporalmente méas espaciados.

Ej:

>> y4 = decimate (y,4);
>> u4 = decimate (u,4);

Aqui se ha reducido la frecuencia de muestreo en un factor 4.

Realimentacién en los Datos

Si al momento de recolectar los datos el sistema estaba operando a lazo cerrado, entonces habra que
tomar ciertos recaudos a la hora de procesar la informacién.

Basicamente todos los métodos de prediccion de error trabajan en forma correcta con datos de lazo
cerrado. Cabe destacar, sin embargo, que el modelo de Error de Salida y el modelo Box-Jenkins que
normalmente entregan una correcta descripcion de la dinamica de G, incluso cuando H (que es igual a 1
en el modelo de error de salida) no permita una correcta descripciéon de las propiedades de ruido que
presenta el sistema, no conserva estas cualidades cuando el sistema esta funcionando a lazo cerrado.
En estos casos es necesario modelar H en una forma mas cuidadosa.

También el método de andlisis espectral entrega resultados poco confiables cuando es aplicado en un
conjunto de datos que proviene de un lazo cerrado.

En estos casos lo mas aconsejable para detectar la presencia de realimentacion, es utilizar el método
de Andlisis por Correlacion y estimar la respuesta impulsiva del sistema. La existencia de valores
significativos en la respuesta impulsional para retardos negativos es un claro indicio de la presencia de
realimentacion en el sistema.

Otra alternativa es, una vez que se ha estimado un modelo paramétrico, utilizar el comando resid para
visualizar un grafico de la correlacién entre los residuos y la entrada. Si hallamos que la correlacion es
significativa para valores de retardo negativos, entonces es probable que exista algin proceso de
realimentacién en la generacion de la entrada.

Dicho esto, queda de manifiesto que la evaluacién en blusqueda de realimentaciones es parte natural
del proceso de validacion del modelo.

Retardos

La seleccién del retardo n, en la estructura modelo, es considerada un paso muy importante en la
obtencion de buenos resultados de identificacion. Sin ir mas lejos, uno puede obtener una certera idea
acerca de los retardos que presenta el sistema, a través del estudio de la respuesta impulsiva obtenida
con el comando cra.

Es notable como la estimacion incorrecta de los retardos en los modelos paramétricos, suele
traducirse en visibles cambios del modelo obtenido. En particular, retardos subestimados (n, muy chicos)
conducen a pequefios valores en las estimaciones de los parametros b, . Por otro lado, retardos
sobrestimados (n, muy grandes) producen una significativa correlacion entre los residuos y la entrada, en
especial sobre los retardos o lags correspondientes a los términos b, faltantes.

Un buen procedimiento consiste en empezar utilizando la sentencia arxstruc para evaluar todos los
posibles retardos en conjunto, en especial con un modelo de segundo orden. Luego, habria que utilizar el
retardo que entregue el mejor ajuste. Una vez encontrado un modelo apropiado, es aconsejable variar n,
alrededor de su valor nominal y realizar los ajustes finales.
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7. NOCIONES BASICAS PARA EL DISENO DE LA SENAL DE
EXCITACION

Si bien existe una gran variedad de excitaciones posibles para identificar un sistema, en esta seccion
nos centraremos en el particular problema que implica disefiar una sefal de excitacién persistente de
caracteristicas pseudoaleatorias PRBS (pseudorandom binary sequence).

7.1 Secuencia Binaria de Alternancia Pseudoaleatori  a

Los pardmetros que describen enteramente las caracteristicas de este tipo de sefiales son los
siguientes:
* Ancho del pulso mas corto (T,).
+ Probabilidad de cambio (p).
« Duracion del ensayo (T).
e La amplitud del pulso (AP).

| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
10 | | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
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1) El ancho del pulso mas corto (T,) esta directamente relacionado con el modo mas rapido que se
desea identificar. Esto es, a fin de tener una idea estimada de los modos rapidos (no dominantes)
del sistema se debe optar por disefiar una PRBS con una distribucion espectral de potencia que
presente considerable energia en la zona que comprende las frecuencias mas altas y mas bajas a
identificar.

Por lo tanto, a fin de no dejar aspectos importantes del proceso sin identificar seria adecuado
definir el ancho T, de modo tal que se puedan excitar hasta las dinamicas cercanas a T, (constante
de tiempo mas rapida del sistema). Tal es asi, que se toma:

T,=1,/2

2) Una vez elegido T, la seleccién del nimero de elementos de la PRBS (n,), esta directamente
relacionado con el tiempo total de cada ensayo (T, = n.T.), y este a su vez estd altamente
condicionado por la constante de tiempo mas larga del sistema (1y). Con el fin de tener un valor
mas realista de la dinAmica dominante del proceso, suele ser aconsejable efectuar un ensayo
preliminar que consista en aplicar un escalén a la entrada del sistema, para asi tener un valor
estimativo de Ty, y poder definir T, de modo de poder excitar la planta en forma adecuada. Un criterio
valido podria ser tomar T,= 3.T.
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3) Para seleccionar la probabilidad de cambio de la PBRS (p) debe observase que para valores de p
tendiendo a cero, los cambios se hacen mas infrecuentes, por consiguiente los pulsos (ristras de
unos o0 ceros consecutivos) mas largos y menos alternantes, pareciéndose la sefial cada vez mas a
un escalon. En estas circunstancias se observa que la energia tiende a concentrarse en las bajas
frecuencias, perdiéndose excitacion para los modos rapidos. Cuando p tiende a uno, la PRBS

conmuta en forma permanente, concentrandose la energia en las altas frecuencias (cercanas a f;
= 1/2T,.). Una secuencia de este tipo aplicada a una planta de caracteristicas pasabajo, no
produciria ningun efecto, ya que el sistema no podria responder suficientemente rapido a las
conmutaciones de la entrada.

Por lo tanto, si se pudieran efectuar ensayos sin ninguna limitacién de tiempo, lo ideal seria usar
una p = 0.5, que tiene una distribucion de energia bastante pareja en todo el rango de frecuencias
de interés.

4) La amplitud del pulso (AP) dependera de la zona de trabajo que se desee identificar.

Nota: Si bien la probabilidad de cambio de la PBRS y la amplitud del pulso suelen ser seleccionadas en forma
independiente. Cabe resaltar que en conjunto determinan el grado de apartamiento de la salida respecto de su valor
de equilibrio, de modo que una incorrecta eleccion de alguno de estos parametros podria repercutir en un indeseado
alejamiento de la zona de trabajo.
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8. CONCLUSIONES ACERCA DE LA IDENTIFICACION

Que nos puede ofrecer la identificacion de sistemas ?

Las técnicas de identificacion de sistemas forman una versatil herramienta para la solucién de varios
problemas de la ciencia y la ingenieria. El valor de esta herramienta ha sido evidenciado por numerosas
aplicaciones en diversos campos.

Es por eso que para finalizar con este estudio vamos a hacer un breve comentario acerca de las
posibilidades y limitaciones practicas que ofrece la identificacion.

Posibilidades

Las técnicas discutidas en este apunte son independientes de la aplicacion, ya que cualquier proceso
de caracteristicas dinamicas representa una aplicacién potencial.

Ciertamente, se han registrado exitosas aplicaciones de identificacion de sistemas en muy diferentes
campos del conocimiento, tales como procesos de control, biomedicina, sismologia, sistemas
ambientales, dinamicas de aviones, macroeconomia, procesamiento de sefiales y muchas mas.

Siendo que la clave para arribar a buenos resultados reside en el hecho de obtener datos de buena
calidad y tener un buen criterio acerca de las caracteristicas de la estructura modelo que deberia ser
utilizada.

Limitaciones: Calidad de los Datos

A esta altura resulta obvio que la limitacion en el uso de las técnicas de identificacién esta
estrechamente relacionada con la disponibilidad de un buen set de datos y de eficientes estructuras
modelo. Ya que, sin un razonable registro de datos no se puede hacer mucho, y existen varias razones
por las cuales no se puede obtener, en ciertas aplicaciones, registros de este tipo. Un ejemplo clasico es
cuando la escala de tiempo del proceso es tan lenta que cualquier registro de datos que tome termina
siendo corto. Este es el caso de los sistemas ecoldgicos y econdmicos que claramente sufren de este
tipo de problemas. Otra razén es que la entrada no debe estar abierta para manipulaciones, sino se
podria empeorar la relacion sefal a ruido y no se podria garantizar la total identificabilidad del sistema.

Es importante remarcar que las malas relaciones sefial a ruido pueden, en teoria, ser compensadas
por registros de datos mas largos. Pero, incluso si la planta admite largos tiempos de experimentacion,
puede ser que no siempre este sea un buen camino de salida, debido a las variaciones temporales, drift
y perturbaciones de baja frecuencia que pueda sufrir el proceso.

Finalmente, ain cuando tengamos permitida la manipulacion de la entrada, podamos medir por largos
periodos, y tengamos buenas relaciones sefial a ruido, todavia puede ser dificil obtener un buen registro
de datos. La principal razén de esto suele ser la presencia de perturbaciones que no se ajusten bien al
modelo de “proceso estocastico estacionario”. En la seccion de Acondicionamiento de los Datos ya
hemos discutido la forma de tratar con estas perturbaciones lentas para que las mediciones sean
exitosas. Por lo tanto no queda mas por recordar que: la calidad de los datos debe ser de primordial
atencion en aplicaciones de identificacion de sistemas. Lo cual también determinara el costo del
experimento.

Limitaciones: Estructuras Modelo

Es bastante trivial que una mala estructura modelo no puede ofrecer un buen modelo final,
independientemente de la cantidad y calidad de datos disponibles.

Entonces el primer problema al que nos enfrentamos, es saber si el proceso (alrededor de su punto
de operacién) admite una descripcidn estandar preexistente (“caja negra”), 0 si es necesario construir un
set de modelos hecho a medida. En el primer caso, nuestras chances de tener éxito son grandes; en el
segundo, tendremos que recurrir a un analisis fisico del sistema antes de estimar el modelo. Este
problema es claramente dependiente de la aplicaciéon y por lo tanto no muy discutido dentro de la
literatura de identificacion. Sin embargo, es necesario acentuar que la clave para arribar a un buen
resultado reside en lo siguiente: El razonamiento, la intuicion y el entendimiento del problema no pueden
volverse obsoletos por la construccion automatica de un modelo.
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